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STREDNI HODNOTA

Ndhodnd velic¢ina je funkce X : Q — R. (Pfiklad: hdZeme dvéma kostkami, jevy jsou dvojice ¢isel — co padlo na
prvni a druhé kostce; ndhodn4 veli¢ina je napt. soucet nebo souéin ¢isel, které padly.)

Ndhodné veliciny X,Y jsou nezdvislé pokud pro kazdé «, 8 € R jsou jevy “X > a” a “Y > 7 nezavislé.
Stredni hodnota ndhodné veliciny X, znacime E[X], je definovana jako E[X] = > o Prlw]- X(w). Intuitivné
je to tedy primér hodnot nahodné veliciny X pres elementarni jevy w € ), ktery je vazeny a vahy jsou
pravdépodobnosti elementarnich jevi (tedy Priw])

Dulezita vlastnost stfedni hodnoty je jeji linearita: pro skalar a € R a dvé ndhodné veliciny X,Y plati, ze
E[X +Y] =E[X] + E[Y] a E[aX] = o¢E[X]. (Plyne to snadno z definice.)

Metoda indikdtori je oblibeny trik, ktery pouziva pravé linearitu stfedni hodnoty. Méjme jev A C Q. Na jeho
zékladé muzeme definovat indikdtorovou ndhodnou velicinu I4 (krdtce “indikdtor”), coz je funkce, kterd je 1
pokud jev A nastal a 0 pokud nenastal. Napt. A = {2,4,6} “padlo sudé ¢islo”, 14(2) = I4(4) = I4(6) = 1,
ale T4(1) = I4(3) = I4(5) = 0. Hezké vlastnost indikdtoru je, Ze plati E[I4] = Pr[A], tedy napt. Pr[4] = 1/2
(pro Sestisténnou kostku) a snadno se ovéri, ze E[I4] = 1/2. Koneéné tedy co je metoda indikdtoru — casto
chceme zkoumat ndhodnou veli¢inu X, kterou lze zformulovat jako soucet néjakych indikdtoru I, Is,..., I,
tedy X =1+ Io+---+1I}. (Pozor, X, I1,..., I} jsou vSechno funkce, to se Casto plete.) Je-li snadné urcit Pr[l;]
a tedy i E[I;], tak je snadné urc¢it i E[X] =E[ +---+ I| = E[[1| + - - - + E[I};] = Pr[[1] + - - - + Pr[[}].

S pomoci metody indikatora vyteste nasledujici ilohu:

Zajici. Kazdy z n lovcd zamiri na jednoho ndhodné vybraného z n zajict. VsSichni myslivci nardz vystreli a
trefi zajice, na kterého mirili. Ndhodnad veli¢ina Z urcuje pocet prezivsich zajicti. Spocitejte stredni hodnotu Z.
Prvni jednicka. Méjme nésledujici experiment: Hazime férovou minci tak dlouho, dokud nepadne prvni hlava.

Zkonstruujte pravdépodobnostni prostor (nebude koneény, ale s tim si poradite :) ), ktery je modelem tohoto
experimentu, a urcete stfedni hodnotu poc¢tu hodu.

MARKOV

Markovova nerovnost: pro nezépornou n.v. X a a > 0 je Pr[X > a] < @.

Kostky a Markov. Predpoklddejme, ze hodime stokrat spravedlivou kostkou. Necht ndhodné velicina X je
rovna sou¢tu hodnot vsech hodii. Pomoci CebySevovy nerovnosti odhadnéte pravdépodobnost Pr[| X —350| > 50].

CEBYSEV

Pripomenuti: Rozptyl ndhodné veli¢iny X je Var[X] = E[(X — E[X])?].
Cebysevova nerovnost: X je n.v. (ne nutné nezdporna) a a > 0.

X
Pr{X ~ B[X]| 2 o] < V00,
a
coz jste moznd na prednasce vidéli jako (pro ¢t > 1)
1
Pr[|X — E[X]| > tVar[X]] < = prot= —

12
Ilustrace CebySeva. Necht ndhodné veli¢ina X mé nésledujici rozdélent:

—1 s pravdépodobnosti 0,2,
X =<0 s pravdépodobnosti 0,5,
3 s pravdépodobnosti 0,3.
(1) Spocitejte E[X] a Var[X].
(2) Pomoci CebySevovy nerovnosti odhadnéte shora P(|X — E[X]| > 2).
(3) Spocitejte Pr[|X — E[X]| > 2] pfesné z rozdéleni a porovnejte s odhadem vyse.
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GRAFY
(1) Graf je dvojice (V, E), kde...
(a) E = ()
b) ECV XV
(c) EC (%)

(2) Necht G = (V, E) je graf a W C V je podmnozina jeho vrcholi. Podgraf indukovany W ma mnozinu
vrchold W a mnozinu hran F', kterd je...
(a) F S (5)

GRAFY
Dailezité grafy. Nakreslete K4, Cs, P3 a K> 3.
Isomorfismus dopliika. Ukazte, ze dva grafy jsou isomorfni pravé tehdy, kdyz jsou isomorfni jejich doplnky.

Samodoplitkové kruznice. Graf G je samodopliikovy, pokud je isomorfni svému doplitku G. Najdéte vechny
samodoplnkové kruznice a ukazte, ze zadné dalsi neexistuji.

Stupné 4 nebo 5. Graf G mé 14 vrcholt a 30 hran a kazdy vrchol je stupné 4 nebo 5. Kolik mé vrchola stupné
57

Lichy cyklus. Ukazte, ze kdyz graf GG obsahuje lichy cyklus jako podgraf, tak taky obsahuje lichy cyklus jako
indukovany podgraf. (Lichy cyklus je cyklus liché délky.)
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