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ZAKLADY PRAVDEPODOBNOSTI
Narozeninovy problém. Jaki je pravdépodobnost, ze dva lidé z dvaceti maji narozeniny ve stejny den?
Narozeninovy problém podruhé. Spoditejte pravdépodobnost p(n), ze ve skupiné n lidi existuje dvojice,
ktera mé narozeniny ve stejny den v roce.
PODMINENA PRAVDEPODOBNOST & ZAVISLOST JEVU

Pripomenuti: Pr[A|B] = P;D[rA[g]B].

Pripomenuti: jevy A a B jsou nezavislé tehdy, kdyz Pr[A N B] = Pr[A] - Pr[B].

Podminéna pravdépodobnost. Necht jsou A, B jevy v ndhodném experimentu s Pr[A] = %, Pr[B] = % a
Pr[A|B] = 2. Najdéte nésledujici:

(1) Pr[AN B

(2) Pr[AU B

(3) Pr[BU 4]

(4) Pr[B|A]

(5) Zda jsou A a B nezavislé

(Ne)zavislost sudé ¢islo / nadpolovi¢ni éislo. Méjme vyviZzenou n-sténnou kostku, tedy md stény {1,2,...,n}
a kazda padne s pravdépodobnosti 1/n. Méjme néasledujici dva jevy:

(1) Jev A = padlo sudé ¢islo

(2) Jev B = padlo ¢islo vétsi nez n/2.
Jsou jevy A a B zavislé nebo nezévislé? Urcete pro...

(1) n=6,

(2) n=s,

(3) obecné n.

STREDNI HODNOTA

Ndhodnd velic¢ina je funkce X : Q — R. (Pfiklad: hdZeme dvéma kostkami, jevy jsou dvojice ¢isel — co padlo na
prvni a druhé kostce; ndhodnd veli¢ina je napt. soucet nebo souédin ¢isel, které padly.)

Ndhodné veliciny X,Y jsou nezdvislé pokud pro kazdé «, 8 € R jsou jevy “X > a” a “Y > 7 nezavislé.
Stredni hodnota ndhodné veliciny X, zna¢ime E[X], je definovana jako E[X] = 3 o Prlw]- X (w). Intuitivné
je to tedy prumér hodnot nahodné veliciny X pres elementarni jevy w € ), ktery je vazeny a vahy jsou
pravdépodobnosti elementarnich jevi (tedy Priw])

Dvé kostky. Mame dvé standardni Sestisténné kostky. Nahodna veli¢ina X je soucet hodti a ndhodné veli¢ina
Y je soucin hodu. Urcete E[X] a E[Y].

Dulezita vlastnost stfedni hodnoty je jeji linearita: pro skalar a € R a dvé ndhodné veliciny X,Y plati, ze
E[X +Y] =E[X] + E[Y] a E[aX] = aE[X]. (Plyne to snadno z definice.)

Metoda indikdtori je oblibeny trik, ktery pouziva pravé linearitu stfedni hodnoty. Méjme jev A C Q. Na jeho
zékladé mazeme definovat indikdtorovou ndhodnou velicinu I4 (kratce “indikdtor”), coz je funkce, kterd je 1
pokud jev A nastal a 0 pokud nenastal. Napt. A = {2,4,6} “padlo sudé ¢&islo”, 14(2) = I4(4) = I4(6) = 1,
ale T4(1) = I4(3) = I4(5) = 0. Hezké vlastnost indikdtoru je, Ze plati E[I4] = Pr[A], tedy napt. Pr[4] = 1/2
(pro Sestisténnou kostku) a snadno se ovéri, ze E[I4] = 1/2. Kone¢né tedy co je metoda indikdtori — ¢asto
chceme zkoumat nahodnou veli¢inu X, kterou lze zformulovat jako soucet néjakych indikatora Iy, Is, ..., I,
tedy X =1 + 1o+ - -+ 1. (Pozor, X, I, ..., I} jsou vSechno funkce, to se Casto plete.) Je-li snadné uréit Pr[l;]
a tedy i E[[;], tak je snadné urcit i E[X] =E[l; +--- 4+ I;] = B[] + - -- + E[I] = Pr[;] + - - - + Pr[I}].

S pomoci metody indikatort vyreste nasledujici lohu:

Problém cinského stolu. V ¢inskych restauracich maji ¢asto velké kulaté otocné stoly. Je to proto, aby si
kazdy mohl objednat vlastni jidlo, ale zaroven ochutnavat od ostatnich pomoci otdceni stolu a ne vyménou
talifi. Predstavme si n pratel, ktefi se rozhodli navstivit takovyto podnik. Usedli tedy k velkému otocnému
stolu s n misty a kazdy si objednal jiné jidlo. Cisnik pak pred kazdého polozil jeho jidlo, ale jelikoZ byl zlomyslny,
tak stul roztocil. Jakd je pravdépodobnost, ze pred kazdym skonéi pravé jeho jidlo? Spocitejte stiedni hodnotu
poctu pratel, pred kterymi skonc¢i jejich jidlo. Uvazujte, ze kazdé natoceni je stejné pravdépodobné.
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Pocet jednicek. Méjme pravdépodobnosti prostor C,, vSech posloupnosti 0 a 1 délky n. Kazda posloupnost
mé pravdépodobnost 1/2™. Spocitejte stfedni hodnotu poétu 1 v ndhodné vybrané posloupnosti.

Zajici. Kazdy z n lovcd zamiri na jednoho ndhodné vybraného z n zajicu. VSichni myslivci nardz vystreli a
trefi zajice, na kterého mirili. Ndhodnad veli¢ina Z urcuje pocet prezivsich zajicu. Spocitejte stredni hodnotu Z.

Prvni jednicka. Méjme nésledujici experiment: Hazime férovou minci tak dlouho, dokud nepadne prvni hlava.
Zkonstruujte pravdépodobnostni prostor (nebude koneény, ale s tim si poradite :) ), ktery je modelem tohoto
experimentu, a urcete stfedni hodnotu poc¢tu hodu.

RozpTYL
Pripomenuti: Rozptyl ndhodné veli¢iny X je Var[X] = E[(X — E[X])?].
Rozptyl pro nezavislé veli¢iny. Dokazte, ze pokud jsou X, Y nezavislé n.v., tak plati Var[X +Y| = Var[X]+
Var[Y] (coz obecné neplati).

MARKOV

E[X]

Markovova nerovnost: pro nezépornou n.v. X a a > 0 je Pr[X > a] < -

Kostky a Markov. Predpoklddejme, ze hodime stokrat spravedlivou kostkou. Necht ndhodné velicina X je
rovna sou¢tu hodnot vsech hodit. Pomoci CebySevovy nerovnosti odhadnéte pravdépodobnost Pr[| X —350| > 50].

CEBYSEV

Cebysevova nerovnost: X je n.v. (ne nutné nezdpornd)+ a a > 0.

X
PrIX — E[X]| > o] < Y2
a
coz jste moznd na prednasce vidéli jako (pro ¢t > 1)
1 a
Pr[| X —E[X]| >t X < = t= .
(1~ BX) > VarlX]) € 55 prot = s

Tlustrace Cebyseva. Necht nahodna velicina X mé nésledujici rozdéleni:

—1 s pravdépodobnosti 0,2,
X=<0 s pravdépodobnosti 0,5,
3 s pravdépodobnosti 0,3.
(1) Spocitejte E[X] a Var[X].
(2) Pomoci Cebysevovy nerovnosti odhadnéte shora P(|X — E[X]| > 2).
(3) Spocitejte Pr[|X — u| > 2| pfesné z rozdéleni a porovnejte s odhadem vyse.
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