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Orientované eulerovské grafy. Dokazte, ze (1) = (2) = (3) (coz nakonec dé ekvivalenci vSech vyroki).
Necht G je orientovany graf.

(1) G mé uzavieny eulerovsky tah,

(2) G je silné souvisly a Vo € V : d* (v) = d~(v),

(3) G je slabé souvisly a Vv € V : dt(v) = d~ (v).
Pripomindm, ze G je silné souvisly, pokud pro kazdé dva vrcholy u, v existuje orientovand cesta jak z u do v,
tak z v do u, a je slabé souvisly pokud je G souvisly, kdyZ zapomeneme orientace hran (formélné: pokud je
souvisly jeho podkladovy graf G' = (V(G),{uv | (u,v) € E(GQ), (v,u) € E(G)})). Dale d*(v) zna¢i pocet hran
prichézejicich do v a d~ (v) pocet hran odchézejicich z v a ¥ikd se jim vstupn{ a vystupni stuper, ¢i anglicky
indegree a outdegree.

Rozklad na kruznice. Dokazte, ze hrany kazdého eulerovského grafu lze rozlozit na sjednoceni kruznic.

Cracking kédu. Gardz se odemykéd 0/1 kédem délky 8, ale dozvédéli jste se o bezpecénostni dife, totiz ze
neni nutné se zadavanim pokazdé zacinat odznovu. Naptiklad, je-li kod 01010101, tak dvere odemkne zadani
jakékoliv posloupnosti, kterda konéi spravnym koédem, tfeba 1101001010101. Najdéte zpisob, jak zkonstruovat
co nejkratsi posloupnost 0/1, kterd obsahuje jako (souvislou) podposloupnost kazdou 0/1 posloupnost délky 8
(tzn. kazdy potencidlni odemykaci k4d).

Zobecnéte sviij postup pro libovolné n, tedy najdéte co nejkratsi 0/1 posloupnost, kterd jako (souvislou) pod-
posloupnost obsahuje kazdou 0/1 posloupnost délky n. Jak dlouhd je vase posloupnost, tedy jaky je vas hornf
odhad na tu nejlepsi hodnotu? Jak dlouha musi byt jakdkoliv takova posloupnost, tedy jaky je vas dolni odhad
na tu nejlepsi hodnotu?

Kolik taha? Kolika nejméné (otevienymi a uzavienymi) tahy lze nakreslit jakykoliv souvisly graf? (Neboli: na
kolik nejméné tahu lze rozlozit jeho mnozinu hran?)

Definice 1. Line graf H grafu G je graf, jehoz vrcholy predstavuji hrany G a dvé hrany G tvori hranu H praveé
pokud jsou incidentn{ (v néjakém vrcholu G). Jinymi slovy H predstavuje relaci incidence na hrandch G.

Eulerovskost line grafu. Dokazte, Ze line graf eulerovského grafu je eulerovsky.

STROMY
Alespon dva listy. Dokazte, ze kazdy strom na alespon dvou vrcholech obsahuje alespon dva listy.
Kosaté stromy. Dokazte, Ze obsahuje-li strom vrchol stupné k, pak v ném je alespon k list

Kostra. Definujme kostru grafu jako podgraf, ktery obsahuje vSechny vrcholy a je to strom. Dokazte, ze kazdy
souvisly graf ma kostru.

Poradi vrcholi. Ukazte, Ze pro kazdy strom s n vrcholy existuje porad{ vrcholt {v1,...,v,} takové, ze v; ma
pravé jednoho souseda v mnoziné {v;11,...,v,}, pro kazdéi=1,...,n — 1.

Skore stromu. Méjme posloupnost prirozenych ¢isel di < do < --- < d,, t.Z. Z?:l di=2n—2ad; > 1 pro
kazdé i. Dokazte, Ze existuje strom takovy, Ze (dy,...,d,) je jeho skore, tzn. d; je stupen vrcholu v;.

Nezévisla ve stromu. Dokazte, Ze kazdy strom na n vrcholech ma nezévislon mnozinu velikosti [ 5 |. (Nezavisla
mnozina je mnoZina vrcholl, mezi nimiz nejsou zadné hrany.)
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