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Diskrétní matematika
23. listopadu 2021

Zakázaná cesta. Najděte všechny grafy, které neobsahují cestu délky 2 (tedy cestu na 3 vrcholech). Co když
zakážeme cestu délky 3?

Zakázaná indukovaná cesta. Najděte všechny grafy, které neobsahují indukovanou cestu délky 2 (tedy cestu
na 3 vrcholech).

Bipartitní podgraf. Dokažte, že každý graf s m hranami obsahuje bipartitní podgraf s alespoň m
2 hranami.

Dokažte, že následující grafy nejsou isomorfní:

Metrika. Dokažte, že funkce d : V 2 → N ∪ {+∞} definovaná jako d(u, v) = vzdálenost mezi vrcholy u, v je
metrika, tzn. že splňuje následující tři vlastnosti:

(1) Pro každé u, v ∈ V : d(u, v) = 0 ⇔ u = v,
(2) Pro každé u, v ∈ V : d(u, v) = d(v, u) (symetrie),
(3) Pro každé u, v, w ∈ V : d(u, v) + d(v.w) ≥ d(u,w) (trojúhelníková nerovnost).

Stále metrika? Řekněme, že nyní máme spolu s grafem G = (V,E) dánu i funkci ℓ : E → M (množinu M
budeme definovat později, zatím si představujte třeba N), která určuje délky hran. Délka sledu v0e1v1e1 . . . ekvk
se přirozeně definuje jako ℓ(e0)+ ℓ(e1)+ · · ·+ ℓ(ek) a stejně tak lze rozšířit definici d(u, v) jako délku nejkratšího
uv sledu v G. Bude taková to funkce d stále metrika, když zadefinujeme:

(1) M = R (všechna reálná čísla),
(2) M = R≥0 (nezáporná reálná čísla),
(3) M = R>0 (kladná reálná čísla)?

Mocniny A. Nechť G je graf a A je jeho matice sousednosti, tzn. Auv = 1 pokud uv ∈ E, jinak Auv = 0.
Popište, co je Ak

uv, kde Ak je k-tá mocnina A. Hint: Nějak to souvisí se sledy délky k…

Diagonála A3. Jaké prvky jsou na hlavní diagonále A3, tj. třetí mocniny A?

Počítání 4-cyklů. Jak rychle spočítat, kolik G obsahuje podgrafů isomorfních C4, tedy 4-cyklů? “Rychle”
znamená lépe, než triviální enumerací – jistě bychom mohli iteratovat přes všechny uspořádané čtveřice vrcholů
(těch je n4) a pro každou čtveřici v konstantním čase vyzkoušet, zda tvoří čtyřcyklus – toto by zabralo čas
O(n4). Chceme tedy najít něco rychlejšího, než O(n4).
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