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Stromecek strom [4 x 2 b.]

Urcete pro graf na obrazku:

e Kolik m4 sudych podgraft (tj. podgrafii se vSemi stupni sudymi)

e Kolik obsahuje indukovanych cyklu (tj. indukovanych podgrafii isomorfnich cyklu)

e Néjakou minimélni kostru, kde vdha hrany je (pro tento tcel) soucet stuptiu jejich koncovych vrcholu a
vaha kostry je soucCet vah hran, z nichz se sklada

e Zda je rovinny

Izomorfni dualu isodual [4 b/]
Najdéte graf G na alespon 5 vrcholech a jeho nakresleni takové, Ze G je isomorfni svému dudlu G* (odvozenému
z daného nakresleni).

Graf s danym poctem koster nkost [4 b.]

Sestrojte pro kazdé n > 3 graf, ktery ma pravé n koster. Dokazte, pro¢ graf majici pravé 2 kostry neexistuje.

Maximalni rovinny triang [8 b.]

Maximdlni rovinng graf je takovy graf, Ze pfidani jakékoliv dalsi hrany (samoziejmé na téZe mnoziné vrcholl)
zpusobi, Ze graf jiz neni rovinny. Triangulace je rovinny graf, v némz je kazd4 sténa (véetné vnéjsi) trojihelnik.
Dokazte, ze kazd4 triangulace je maximalni rovinny graf a naopak kazdy maximélni rovinny graf je triangulace.
Pozor: tato tloha m4 relativné jednoduchy argument, pokud kazd4 sténa je kruznice (coZ plati, je-li graf tzv.
hranové 2-souvisly, neboli kdyz neobsahuje most.) Neopomeiite ve svém ditkazu i na grafy, které 2-souvislé
nejsou.

Hamiltonovska krychle hamcube [6 b.]
Budd € NaV = {0,1}4, tedy V je mnozina 0/1 vektort délky d. Grafu na V, ve kterém spolu dva vektory

sousedi pravé tehdy, kdyz se 1isi v pravé jedné souradnici, se fika d-dimenziondini krychle. Dokazte, ze pro d > 2
je d-dimenzionalni krychle hamiltonovska, tedy zZe existuje kruznice, ktera prochazi vsemi vrcholy.
Jednotazka 1 jednadva [3 b/]

Ukazte, ze kazdy graf je mozné nakreslit jednim tahem tak, ze kazdou jeho hranou projdu dvakrat.

Barvici algoritmus balgo [9 b.]

Na zdkladé dukazu véty o 5 barvdch navrhnéte algoritmus, ktery rovinny graf obarvi 5 barvami v ¢ase O(n¢)
pro néjaké ¢ € N (tzn. v polynomidlnim, ale ne exponencidlnim case).
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Mapy s oblastmi moblast [6 b.]

Méjme politickou mapu, kde kazdy stdt ma nanejvys k oblasti, tzn. < k stén této mapy odpovidd jednomu
statu a v dobrém obarveni musi dostat stejnou barvu. Dokazte, ze kazdd takova mapa ma obarveni nanejvys
6k barvami.

(Kapitoly tikaji, Ze je moznd potreba 6(k + 1), ale mé se to zdd jako chyba. Pokud se vdm to 6k barvami nebude
darit, odevzdejte jako tesent ten nejlepsi horni odhad, jaky dovedete.)

Barevnost dualu rovinného eulerovského bdre [4+4 b.]

Dokazte nasledujici ekvivalenci: dudl G* rovinného grafu G je bipartitni pravé tehdy kdyz G je eulerovsky. (4b
za kazdou implikaci.)

d-degenerované grafy a trhani degelim [4 b.]
V dikazu d + 1-obarvitelnosti d-degenerovanych grafti jsme implicitné dokazali nasledujici implikaci:

Pokud je G d-degenerovany, pak existuje poradi jeho vrcholi vy, ve, ..., v, takové, ze, pro kazdéi=1,...,n, v;
mé nanejvys d sousedii v grafu G[{v;, viy1,...,v,}], kde G[S] pro S C V(G) je podgraf G indukovany mnozinou
vrcholt S, neboli V(G[S]) = S a E(G[S]) = E(G) N (5). Neformalné feceno: graf G lze postupné otrhat az na
izolovany vrchol tak, ze vzdy trhame vrchol stupné nanejvys d.

(Kdyz takovéto tvrzeni mame, barveni uz je jednoduché — muzeme jit od konce této posloupnosti a postupné
“postavit” G prilepovanim vrcholu, ktery ma nanejvys d sousedi ve stavajicim grafu — a pak vzdy mame néjakou
barvu, kterou lze takto nové lepeny vrchol obarvit. Pro plny dikaz se podivejte do skript.)

Vas tkol je dokazat opacnou implikaci: pokud lze usporadat vrcholy do sekvence vy, . .., v, takové, zZe, pro kazdé
i=1,...,n, v; m& v G[{vi,Vit1,...,0,}] nanejvys d sousedt, pak je G d-degenerovany. (Tzn. “otrhatelnost”
vrcholy stupné nanejvys d je ekvivalentni s d-degenerovanosti.)
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