
https://research.koutecky.name/db/teaching:dm2021_cviceni

koutecky@iuuk.mff.cuni.cz 3. cvičeńı
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Kv́ız

(1) Chceme dokázat (∀n ∈ N)A(n). Který z následuj́ıćıch zp̊usob̊u neńı korektńı?
(a) Dokážeme A(0), A(1) a pro každé n dokážeme tvrzeńı A(n)⇒ A(n + 2).
(b) Dokážeme, že A(n) plat́ı pro nekonečně mnoho r̊uzných n, a také dokážeme, že pro každé n plat́ı

A(n)⇒ A(n− 1).
(c) Dokážeme, že A(n) plat́ı pro nekonečně mnoho r̊uzných n, a také dokážeme, že pro každé n plat́ı

A(n)⇒ A(n + 1).
(d) Dokážeme A(0) a pro každé n ∈ N dokážeme A(bn/2c)⇒ A(n).

(2) Mějme dvě transitivńı relace R a S na X. Pak R ◦ S je
(a) vždy transitivńı.
(b) nikdy transitivńı.
(c) může ale nemuśı být transitivńı.

(3) Kolik existuje relaćı na n-prvkové množině X?
(a)

(
n
2

)
(b) n2

(c) 2n
2

(d) 22
n

(4) Bud’ (X,≤) uspořádaná množina. Které z následuj́ıćıch tvrzeńı neńı pravdivé?
(a) Pokud je X konečná, pak existuje alespoň jeden minimálńı prvek.
(b) Nejmenš́ı prvek je vždy zároveň minimálńım prvkem.
(c) Pokud existuje největš́ı prvek, existuje i nejmenš́ı prvek.
(d) Pokud existuj́ı alespoň dva minimálńı prvky, pak neexistuje nejmenš́ı prvek.

(5) Která z následuj́ıćıch množin neńı podmnožinou množiny 2X , kde X = {∅, {1}, {2}, {1, 2}}?
(a) ∅
(b) {1, 2}
(c) {{{1, 2}, ∅}, {{1, 2}}}
(d) 2Y pro Y = {{1}, {1, 2}}

Relace a funkce

Symetrická i antisymetrická. Najděte relaci na {1, 2, 3, 4}, která je současně symetrická i antisymetrická.

Ani symetrická, ani antisymetrická. Najděte relaci na {1, 2, 3, 4}, která neńı ani symetrická, ani antisymetrická.

Ekvivalenčńı tř́ıdy. U následuj́ıćıch relaćı nahlédněte, že jsou to ekvivalence, a popǐste jejich ekvivalenčńı tř́ıdy:

(1) Pro A,B ⊆ {1, . . . , n}: existuje bijekce mezi A a B.
(2) Pro x, y ∈ Z: x− y je násobkem 7.

Relace dělitelnosti. Uvažujme relaci x | y (x je dělitelem y) na množině {1, . . . , n}.
(1) Dokažte, že je to uspořádáńı. Je lineárńı?
(2) Nakreslete Hasse̊uv diagram (třeba pro n = 13).
(3) Jak vypadaj́ı nejmenš́ı, největš́ı, minimálńı a maximálńı prvky?
(4) Jak se odpovědi na předchoźı otázky změńı odebráńım prvku 1?
(5) Jaký je největš́ı antǐretězec?

Uspořádáńı na objednávku. Sestrojte uspořádáńı s následuj́ıćımi vlastnostmi:

(1) žádný minimálńı ani maximálńı prvek
(2) žádný největš́ı, ale aspoň 1 maximálńı
(3) žádný největš́ı, ale právě 1 maximálńı
(4) nekonečně mnoho minimálńıch prvk̊u a 1 maximálńı

Skládáńı funkćı.

(1) Jsou-li f, g prosté, je f ◦ g také prostá?
(2) Jsou-li f, g funkce na, je f ◦ g také na?
(3) Je-li f prostá a g libovolná, je f ◦ g nebo g ◦ f také prostá?
(4) Je-li f na a g libovolná, je f ◦ g nebo g ◦ f také na?
(5) Je-li f ◦ g prostá, muśı být f nebo g prostá?
(6) Je-li f ◦ g na, muśı být f nebo g na?
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(7) Každá funkce f se dá zapsat jako g ◦ h, kde g je na a h je prostá. Ano nebo ne?

Bonus

Vlastnosti relaćı. Dokažte, že pro relaci R na množině X plat́ı:

(1) R je reflexivńı ⇔ ∆X ⊆ R, kde ∆X = {(x, x) | x ∈ X}.
(2) R je symetrická ⇔ R = R−1.
(3) R je antisymetrická ⇔ R ∩R−1 ⊆ ∆X .
(4) R je tranzitivńı⇔ R ◦R ⊆ R.

Součin uspořádáńı. Jedna lednička je evidentně lepš́ı než druhá, pokud dosahuje současně nižš́ı teploty a nižš́ı
spotřeby elektřiny. Obecněji: mějme (částečná) uspořádáńı ≤X na X a ≤Y na Y . Definujme relaxi � na X × Y
takto:

(x, y) � (x′, y′) ≡ (x ≤X x′) ∧ (y ≤Y y′) .

Dokažte, že tato repace je také uspořádáńı. Kdy je lineárńı?
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