
https://research.koutecky.name/db/teaching:dm1920_cviceni

koutecky+dm@iuuk.mff.cuni.cz 5. sada DÚ
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Definice 1. Graf G je souvislý pokud pro každé dva vrcholy u, v ∈ V (G) plat́ı, že z u existuje cesta do v.

Doplněk nesouvislého doplnek [1, 5 b.]

Dokažte, že doplněk každého nesouvislého grafu je souvislý. Muśı to platit obráceně? Tedy muśı být každý graf
se souvislým doplňkem nesouvislý?

d-dimenzionálńı krychle ddim [1, 5− 4 b.]

Bud’ d ∈ N a V = {0, 1}d, tedy V je množina 0/1 vektor̊u délky d. Grafu na V , ve kterém spolu dva vektory
soused́ı právě tehdy, když se lǐśı v právě jedné souřadnici, se ř́ıká d-dimenzionálńı krychle. Jaký je počet vrchol̊u,
počet hran, pr̊uměrný stupeň a délka nejkratš́ı kružnice?

Jakou nejdeľśı indukovanou cestu umı́te naj́ıt? Umı́te alespoň 3
2d? A co 20.001d?(Přesná odpověd’ je velmi

těžká, takže prostě zkuste nejlepš́ı, jakou najdete.)

Nejdeľśı cesty nejdelsi [1, 5 b.]

Dokažte, že každé dvě nejdeľśı cesty v souvislém grafu maj́ı společný vrchol.

Párty party [1 b.]

Pan a pańı Novákovi byli na exkluzivńı party, kde kromě nich byly jen 3 daľśı páry. Někteř́ı lidé se navzájem
pozdravili potřeseńım rukou, samozřejmě nezdravili svého partnera, a nikdo s nikým se nezdravil dvakrát.
Později se pan Novák každého (včetně své ženy) zeptal, s kolika lidmi si potřásli rukou. K překvapeńı všech
dostal od každého jinou odpověd’. S kolika lidmi si potřásla rukou pańı Nováková?

Umı́te to zobecnit na n ≥ 2 pár̊u na party?

Souvislost a trháńı vrchol̊u trh [2 b.]

Dokažte, že každý souvislý graf G na alespoň třech vrcholech obsahuje dva vrcholy u a v takové, že všechny tři
grafy G \ {u}, G \ {v} a G \ {u, v} jsou souvislé.

Stupeň alespoň d degd [1, 5 b.]

Ukažte, že každý graf, jehož všechny vrcholy maj́ı stupeň alespoň d, obsahuje cestu na d + 1 vrcholech jako
podgraf.

Vlastnosti isomorfismu isomorf [5× 0, 4 b.]

Které z následuj́ıćıch výrok̊u o isomorfismu jsou správné? Svá trvzeńı zd̊uvodněte.

1. Grafy G a H jsou isomorfńı, právě když pro každou bijekci f : V (G) → V (H) plat́ı, že pro každé dva
vrcholy u, v ∈ V (G) plat́ı následuj́ıćı ekvivalence:

{u, v} ∈ E(G)⇔ {f(u), f(v)} ∈ E(H).

2. Grafy G a H jsou isomorfńı, právě když existuje bijekce f : E(G)→ E(H).

3. Grafy G a H jsou isomorfńı, právě když existuje bijekce f : V (G) → V (H) taková, že pro každý vrchol
v ∈ V (G) plat́ı:

degG(v) = degH(f(v))

4. Grafy G a H jsou isomorfńı, právě když existuje zobrazeńı f : V (G) → V (H) takové, že pro každé dva
vrcholy u, v ∈ V (G) plat́ı následuj́ıćı ekvivalence:

{u, v} ∈ E(G)⇔ {f(u), f(v)} ∈ E(H).

5. Každý graf s n vrcholy je isomorfńı nějakému grafu na množině vrchol̊u {1, . . . , n}.
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