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Uvod

Tento podrobny sylabus obsahuje definice pojmt, formulace tvrzeni a stru¢né
komentate. Nenahrazuje ucebnici a nenajdete v ném diikazy ani feSené priklady.
Cést latky je podrobnéji sepsana v knize J. Matousek, J. Nesettil: Kapitoly z dis-
krétni matematiky, Nakladatelstvi Karolinum, Praha, 2007 (kap. 10). Ucebnic
teorie pravdépodobnosti existuje mnoho, nékolik i v ¢e$tiné (napf. K. Zvéra,
J. Stépan: Pravdépodobnost a matematickd statistika, Matfyzpress, Praha, 2002
nebo A. Rényi: Teorie pravdépodobnosti, NCSAV, Academia, Praha, 1972), ty

vevs

1. Symbolem néhody je hraci kostka. Pravdépodobnost, Ze pfi jednom hodu
padne Sestka, je %. Pravdépodobnost, ze pti dvou hodech po sobé padnou

Sestky, je 31—6. Jesté jednodussi je hod spravedlivou minci: rub i lic maji
pravdépodobnost %

2. Co myslime pravdépodobnosti? Pro ,skutec¢nou“ pravdépodobnost je to
filozoficky problém, rizné odpovédi, zddna dokonald. (Hody kostkou mii-
zeme opakovat, empirickd“ pravdépodobnost jako limita pro obrovsky
pocet hodt — ale ma smysl mluvit o pravdépodobnosti jedinec¢nych jevi,
tfeba Ze gorily — nebo lidé — pfeziji rok 20107) Kde se bere ndhodnost?
(Mozné v kvantové teorii? Nebo v teorii chaosu — co se ndm nepoudenym
zd4 ndhodné, je moZné ve skuteénosti pfeduréeno?)

3. Matematicka teorie pravdépodobnosti se témito filozofickymi otdzkami ne-
zabyva. Sestroji matematicky model pravdépodobnosti. Ten funguje skvéle,
zeptejte se pojistoven (které zrovna nekrachuji)! Ale na redlné problémy
se musi aplikovat uvazlivé (zeptejte se pojistoven, které pravé krachuji).
Subjektivni odhady pravdépodobnosti ¢asto selhavaji, zejména u hodné
malych nebo hodné velkych pravdépodobnosti. (Experiment: jen 45 % stu-
dentti dokoncilo diplomku do terminu, o kterém si mysleli, ze ji budou mit
hotovou na 99 %.)

4. Pravdépodobnost v informatice: pravdépodobnostni algoritmy (rychlejsi a
jednodussi nez deterministické), statistické testy a zpracovani dat, mate-
matické dikazy.

Pravdépodobnostni prostory, hlavné diskrétni

5. Provedeme ndhodny pokus, mnozinu vsech moznych vysledkt oznacime §2.
Priklady:
e Hod minci: Q = {L, R} (lic, rub).
e Hod hraci kostkou: Q = {1,2,3,4,5,6}.

e Tii hody minci po sobé:
Q={LLL,LLR,LRL,LRR,RLL, RLR, RRL, RRR}.

e Prvni kapka desté na Ctvercovy zahradni stolek: = vSechny body
¢tverce.
Prvky Q se nazyvaji elementarni jevy.

6. Jev je podmnozina A C Q. Piiklady:

e hod minci — miizeme uvazovat 4 jevy: Ay = {L} (padl lic), A2 = {R}
(padl rub), A3 = {L, R} (padl lic nebo rub, to je jev jisty, nastane
vzdy) a A4 = 0 (nepadlo nic, to je jev nemoZny, nenastane nikdy).

e hod hraci kostkou, Q@ = {1,2,3,4,5,6}: ,padlo sudé ¢islo* A; =
{2,4,6}, ,padla Sestka“ As = {6}, ,nepadlo nic* Az = 0.
e prvni kapka desté: ,padne do levé poloviny stolku“, ,padne nejvys

10 cm od okraje“ — vselijaké geometrické obrazce ve ¢tverci.

7. Kazdému jevu A je pfifazeno realné ¢islo P[A] € [0, 1], zvané pravdépo-
dobnost jevu A. Piiklady:

e Pro hod spravedlivou minci médme
PH{L}]=P[{R}] =5, P[{L,R}] =1, P[0] = 0.

e Pro hod ,spravedlivou® kostkou mame P[{1}] = P[{2}] = --- =
P[{6}] = %, a napiiklad také P[{1,3,5}] = 1.

e Mizeme také uvazovat kostku falesného hrace, pro niz plati tfeba
P[{6}] = %, PH{1}]=P[{2}]=--- =P[{5}] = %. Tedy ne vSechny
jednoprvkové jevy musi mit vzdycky stejnou pravdépodobnost!

8. Pravdépodobnostni prostor je formalné uspofadana trojice (2, F,P), kde
o ) fika, jakou uvazujeme mnozinu elementarnich jevi,
o F C 2% iika, které podmnoziny Q pFipoustime jako jevy,

e P: F — [0,1] je funkce, kterd kazdému jevu pfitazuje jeho pravdépo-
dobnost.



9.

10.

11.

12.

13.

14.

Kazdy pravdépodobnostni prostor musi spliiovat urcité axiomy. Zde je ne-
budeme uvadét v plné obecnosti, protoze na to zatim nemame matematické
prostiedky. Pfesné zavedeme jen diskrétni pravdépodobnostni prostory,
pro néz je mnozina {2 koneéné nebo spocetna a kaZdd jeji podmnozina je
jevem.

Ponechévame stranou napfiklad ,,geometrickou pravdépodobnost (jaka je
pravdépodobnost, ze prvni kapka desté dopadne nejvys 10 cm od okraje
stolku, apod.) i pravdépodobnosti, tykajici se libovolné dlouhych posloup-
nosti. (Napfiklad: hadzime opakované minci, padé lic/rub. Co je pravdépo-
dobnéjsi, ze se driv objevi sekvence LLR, nebo LRR? ,Realna“ otazka —
vsadte se! Pfekvapiva odpovéd: LLR vyhraje dvakrat castéji!)

Diskrétni pravdépodobnostni prostor je trojice (2, F,P), kde Q
je kone¢né nebo spocetné, F = 29 (tj. kazd4d podmnozina je jev),
pravdépodobnost kazdého jevu A C 2 spliiuje

PlA] =) P{w}]

wEA

aP[Q]=1.

To znamena, zZe diskrétni pravdépodobnostni prostor je plné urcen prav-
dépodobnostmi vSech jednoprvkovych jevi. Pravdépodobnosti jednoprv-
kovych jevl pritom muzeme zvolit jako libovolnd nezdporna ¢isla, jejichz
soucet pres celé Q je roven 1 (pro {2 nekonecéné je to soucet nekonecné
fady).

Zde budeme pracovat hlavné s konecngmi diskrétnimi pravdépodostnimi
prostory, kde Q je koneéna mnozina. (V takovém pfipadé budeme slovo
»diskrétni“ zpravidla vynechévat.)

Zakladnim prikladem kone¢ného pravdépodobnostniho prostoru je klasicky
pravdépodobnostni prostor, kde P [A] = %; zde maji vSechny jednoprvkové
jevy stejnou pravdépodobnost. (Tohle se pro spocéetné Q2 udélat nedal)

Konkrétni piiklady zv1ast dilezité pro diskrétni matematiku:

e Nahodna posloupnost n hodi spravedlivou minci: Q = {L, R}", kazda
mozné posloupnost vysledki mé pravdépodobnost 1/2™.

e Ndhodna permutace mnoziny {1,2,...,n}: Q = S,, (mnozina vsech
permutaci), kazda permutace ma pravdépodobnost 1/nl.

Pro dany matematicky nebo prakticky problém se vhodny pravdépodob-
nostni prostor da casto zvolit vice zptsoby.

15.

Na co jsou potreba pravdépodobnostni prostory? Bezpecny zaklad, mohou
pomoct vyjasnit zapeklité otazky. Priklad: Bertrandiv paradoxr s krabi-
cemi, zde v karetni verzi. V klobouku jsou tii karty: jedna z nich je z obou
stran ¢ervend, druha z obou stran ¢ern, a tfeti ma jednu stranu cervenou
a druhou ¢ernou. Vytahnete naslepo jednu kartu a polozite ji na stil. Pak
se podivate a vidite, Ze horni strana je Cervena. Jaka je pravdépodobnost,
7e dolni strana je také ervena? Intuitivni odpovéd je %, ale ve skuteénosti
je to % (Viz téZ modernizovanou verzi — Monty Halliv problém).

Podminéna pravdépodobnost, nezavislé jevy

16.

17.

18.

19.

Podminéna pravdépodobnost jevu A za predpokladu, Ze nastal jev B,
se definuje jako
P[AN B|

PAIBl= 55

(definovano pouze pro P[B] > 0).

Casto je uzite¢né pocitat pravdépodobnost jevu A ,rozlisenim piipadi:
Jsou-li By, ..., B, disjunktni jevy, jejichz sjednoceni je celé 2, pak

P[A] =P[A|B1]P[B1] +P[A|B:]P[B2] + - -+ P[A| B,| P[B,].
Toto jednoduché tvrzeni se nazyva véta o uplné pravdépodobnosti.

Piiklad (pou¢ny). Reknéme, Ze podil nakazenych HIV v populaci je 0,1 %.
Predstavte si, Ze podstoupite test na HIV, o kterém se vi, ze u skutecné
nakaZengch da pozitivni vysledek v 95 % pripadi a u nenakaZengch da
(falesny) pozitivni vysledek v 5 % piipadt. Neméte zadny zvlastni du-
vod predpokladat, ze byste byli HIV pozitivni, ale test vam vyjde pozi-
tivné. Jaka je pravdépodobnost, ze jste skuteéné nakazeni? Pravdépodob-
nostni prostor =populace (vy z ni ndhodné vybrani), jev H =HIV pozi-
tivni, jev T'=pozitivni test, pfedpoklady: P[H] = 0,001, P[T'| H] = 0,95,
P[T|ne H] = 0,05, zajima nés: P[H | T}, vyjde méné nez 2 %.

Formulujeme-li feseni tohoto ptrikladu obecné, dostaneme Bayesovu vétu:

P[A|B;| P[B]
Y1 P[A]| Bj]P[B,]

P[B, | A] =

kde By, ..., B, jsou jevy jako v pfedchozim bodu (disjunktni a pokryvaji
Jevy A a B se nazyvaji nezavislé, pokud P[A N B] = P[A]P[B]. Ekvi-
valentné, A a B jsou nezavislé, pokud P[B] = 0 nebo P[A|B] = P[A4].



20.

21.

22.

23.

24.

(Intuitivné: dozvime-li se, zda nastal B, neziskdme Zadnou novou infor-
maci o pravdépodobnosti A.) Obecnéji: jevy A, As,..., A, jsou nezi-
vislé, pokud pro kazdou podmnozinu I C {1,2,...,n} plati P[(,c; 4] =
Hz‘el p [Ai]-

Priklad: Nahodna posloupnost 10 nul a jednicek,

Ay = {v prvnich 5 hodech padly samé 1},

Ag = {v 6. hodu padla 0},

As = {v poslednich 5 hodech padl lichy pocet 1}.
Jevy A; a A jsou ,zjevné“ nezavislé. Jevy Ap, As, A3 jsou téZ nezavislé,
ale to se musi peclivé ovérit podle definice.

Jiny pfiklad: ndhodnd permutace 7 éisel 1,2,...,32 (zamichané karty),
A={r(1) =1}, B={n(2) =2} — nejsou nezavislé!

Casty omyl v intuitivni interpretaci nezavislych jevii (,,Uz tak dlouho mi
nepadla Sestka, tak ted to koneéné musi vyjit!“ — ve skuteCnosti hraci
kostka nemd pamét a pravdépodobnost nezavisi na tom, co padlo dfiv).

Piiklad: © = {modrooké blondyna, hnédooka bruneta, modrooky brunet,
hnédooky blondyn}, klasickd pravdépodobnost, A; = modré oéi, As = svétlé
vlasy, As =Zena (nebo, méte-li radsi ¢isla, Q = {000, 011, 110, 101}).
Kazdé dva z téchto jevi jsou nezavislé, ale vSechny 3 nezavislé nejsou.

Soucin diskrétnich pravdépodobnostnich prostoru:
(Qh 2Q1 3 Pl) X (927 2Q23 P2) = (Q7 2Qa P)a
kde Q) = Ql X QQ a P[A] = Z(wl,wg)eA Pl[{wl}]Pg[{WQ}].

Pokud jev A; v soucinu pravdépodobnostnich prostord ,zavisi“ jen na
prvni sloZzce a Ay ,zévisi* jen na druhé slozce, potom A; a As jsou ne-
zéavislé. Piiklad ,nahodna posloupnost n hodu spravedlivou minci“ mi-
zeme zkonstruovat jako soucinovy pravdépodobnostni prostor, soucin n
prostoril, kazdy pro hod jednou minci. Zajimavéjsi priklad: Q = {0, 1},
P[{1}] = p (pokus s pravdépodobnosti tispéchu p), souéin n exemplaii
modeluje posloupnost n nezavislych pokust po sobé. Je-li w € {0,1}",
mame P [{w}] = p/(1 — p)"~7, kde j je pocet jednifek v w.

Nahodné veli€iny, stfedni hodnota

25.

(Realna) nahodna veli¢ina na diskrétnim pravdépodobnostnim pro-
storu (£, 2%, P) je libovolna funkce X:Q — R.

Piiklad: n-krét po sobé hodime spravedlivou minci (mnoZina elementar-
nich jevi Q je zde {L, R}", v8echny n-¢lenné posloupnosti L a R). Ptiklady

26.

27.

28.

29.

30.

nahodnych velic¢in: kolik padlo lict; o kolik padlo vice licti nez rubt; sinus
pocétu lict, atd. (Pozndmka: Nahodné veli¢iny mohou byt téz komplexni,
nebo jejich hodnoty mohou byt body roviny a pod., zde vSak budeme
uvazovat pouze realné.) Pozor, rozliSovat mezi jevem (pouze dva mozné
vysledky, nastal/nenastal, formélné je to mnozina) a ndhodnou veli¢inou
(¢iselny vysledek, formalné je to funkce).

Bud X:Q — R ndhodné veli¢ina na diskrétnim pravdépodobnostnim
prostoru (£, 2%, P). St¥edni hodnota X je definovana jako

E[X]:=) Pl{w}] X(w).

weN

(Pro nekoneéné Q nemusi nekone¢nd fada definujici E [X] konvergovat, a
potom stfedni hodnota neexistuje.) Predstava: E [X] je pramérna hodnota
X pri velkém poctu pokusti.

Jiny pojem, ktery se v praxi nékdy plete se stfedni hodnotou: median
néhodné veli¢iny X je &islo m takové, ze P[X <m] < 7 aP[X > m] < 1.
(Zde P[X < m] je obvykly zkrdceny zapis pro pravdépodobnost jevu {w €
Q : X(w) < m}.) Napf. polovina lidi ma mensi plat nez medidn platu
ndhodné vybraného ¢lovéka a polovina vétsi. Ale zpravidla velkd vétSina
lidi m4 mensi plat nez primérny (a vsichni cht&ji aspoii plat priamérny —
coz jsou mnozi politici ochotni pfed volbami slibit).

Linearita stiedni hodnoty: E[aX] = oE[X], E[X +Y] = E[X]|+ E[Y]
pro zcela libovolné nahodné veli¢iny X a Y a o € R (za predpokladu,
ze stfedni hodnoty existuji). Dukaz okamzité z definice. Pozor, obecné
EXY]£E[X]E[Y].

Indikator jevu A je ndhodnd velic¢ina I14:Q — {0, 1}, dané pfedpisem

/1 proweA
IA(W)_{ 0 prow ¢ A.

Plati E [14] = P[A].
Piiklady (vypocet stiedni hodnoty):

e X =pocet lich v posloupnosti n hodt spravedlivou minci. Vypocet
E [X] podle definice. Metoda indikétori: A; :=i-ty hod je lic; X =
Lay +1a, +--+1a,, Blla] =3 E[X] = 3.



31.

32.

33.

e Y =pocet levych maxim ndhodné permutace 7 mnoziny {1,2,...,n},
tj. poCet indexu i takovych, ze 7(j) < w(i) pro vSechna j < i. Jev
A; := index i je levé maximum. Spocitéme E[Y] =1+1+.. -+ 1~
Inn.

Kazdy graf G = (V, E) m4 bipartitni podgraf s aspoii %|E| hranami. Di-
kaz: Nahodné rozdéleni mnoziny vrcholi na dvé ¢asti, X =pocet hran

jdoucich napii¢, E [X] = L|E|.

Néhodné veli¢iny X,V (na témze pravdépodobnostnim prostoru) se nazy-
vajl nezavislé, pokud pro kazdé a,b € R jsou jevy ,X < a“ a Y < b
nezavislé. (Nezavislost se nepoznd z distribué¢nich funkci — musime védét,
jaky maji vztah X a Y k sobé navzdjem.) Podobné pro vice nez 2 ndhodné
velic¢iny.

Pro nezévislé ndhodné veli¢iny plati E[XY] = E[X]E[Y].

Rozptyl, CebySevova nerovnost

34.

35.

36.

Rozptyl ndhodné veli¢iny X je definovan jako

Var [X] := E [(X — E[X])*].

Veli¢iny s malym rozptylem se spise drzi kolem stfedni hodnoty, veli¢iny
s velkym rozptylem se ¢asto hodné odchyluji.

Pojisténi = snizovani rozptylu. Diim ma cenu 10 miliént, pravdépodobnost
pozaru 0,01 % za rok, X =ztrata z pozaru za rok, X = 107 s pravdépo-
dobnosti 107%, X = 0 jinak, E[X] = 1000. ,Dokonale spravedlivé“ pojis-
téni 1000 za rok, misto X konstantni ndhodna veli¢ina se stejnou stiedni
hodnotou. Pro¢ se lidé pojistuji? Uzitek z dvakrat vétsiho majetku neni
dvakrat vétsi, pojisténi zvysuje stfedni hodnotu ,,uzitku z majetku“, lidé
dokonce plati za pojisténi vic nez stfedni hodnotu budouci skody. Proc je
to vyhodné pro pojistovnu? M4 hodné penéz, jeji funkce uzitku je v uva-
Zovaném rozmezi viceméné linearni.

Markovova nerovnost: Pro nezdpornou ndhodnou veli¢inu X plati

P[X > (E[X]] <

~+ |

pro vSechna t > 1. Tedy: pravdépodobnost, Ze nezaporna nahodna veli-
¢ina mnohokrat prekrodi svou stiedni hodnotu, je mala. Dikaz: E[X] >

37.

aP[X > a], a := tE[X]. (Obrécené to platit nemusi: nezdpornd ndhodnd
veli¢ina X miZe byt skoro vzdycky mnohem mensi nez E [X]; piiklad:
skoda na vasem domé z poZart za rok.)

Cebysevova nerovnost ika kvantitativng, jak se veli¢ina s malym roz-
ptylem drzi blizko stfedni hodnoty:

Var [X]

PIIX -E[X]|>d] < —

a

(pro kazdé a > /Var[X] a pro kazdou ndhodnou veli¢inu X takovou, ze
E [X] a Var [X] jsou definovany). Diikaz: Markovova nerovnost pro ndhod-
nou veli¢inu Y := (X — E [X])%.

Zakladni pravdépodobnostni rozdéleni

38.

39.

40.

41.

42.

Rozdéleni ndhodné veliciny X popisuje, s jakou pravdépodobnosti na-
byva X jednotlivych hodnot. Nejcastéji se rozdéleni popisuje pomoci dis-
tribuéni funkce nahodné veli¢iny X, coz je funkce F: R — [0, 1] defino-
vana predpisem

F(z) =P{weQ: X(w) < z}]

(obvykly zkréceny zépis pro pravou stranu: P[X < z]).

N&ahodna veli¢ina na kone¢ném pravdépodobnostnim prostoru nabyva jen
kone¢né mnoha hodnot. Jeji distribu¢ni funkce je ,schodovitd“. Rozdé-
leni mizeme také popsat jako mnoZinu uspofadanych dvojic {(ai,p1),
(az,p2), ., (an,pn)} s vyznamem ,X nabyva hodnoty a; s pravdépo-
dobnosti p;, hodnoty as s pravdépodobnosti ps,...“. Z rozdéleni se daji
spocitat parametry jako stfedni hodnota, medidn nebo rozptyl.

Nahodné veli¢iny definované na ruznych pravdépodobnostnich prostorech
mohou mit stejné rozdéleni.

Dvé ndhodné veli¢iny se stejnou stfedni hodnotou a rozptylem mohou mit
velice odlisnéd rozdéleni. Pokud je to mozné, méli bychom pro ndhodnou
veli¢inu uddvat celé rozdéleni (napi. ve statistice).

Dulezita rozdéleni ndhodnych velic¢in: alternativni (téz Bernoulliho); rov-
nomérné; binomické; Poissonovo. (Toto jsou diskrétni rozdéleni. Velmi
dilezita jsou téz spojitd rozdéleni, napriklad normdini rozdélent, ale ta se
tykaji nespocetnych pravdépodobnostnich prostorii.)



