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7 Minimalni kostry

Napadl snih a prikryl petinou celé méstecko. Po ulicich 1ze sotva projit pésky, natoz projet \/1 _ - - \/ \/\ ‘2 .
autem. Které ulice prohrneme, aby slo dojet odkudkoliv kamkoliv, a pfitom ndm hézeni
snéhu dalo co nejméné prace?

7.1 Od méstecka ke kostie

Tato otdzka vede na hleddni miniméalni kostry grafu. To je slavny problém, jeden z téch, 7 '
které staly u pomyslné kolébky teorie grafii. Navic je pro jeho feSeni zndmo hned nékolik V ‘& \
zajimavych efektivnich algoritmt. Jim vénujeme tuto kapitolu. ' V (’ ,_‘ e V P 5 ( Q\" V ‘A (

1, 0

VIR vaL L lc—e

Predstavme si mapu zasnézeného méstecka z naseho tivodniho prikladu jako graf. Kazdou 7 0 5
hranu ohodnotime ¢islem — to bude vyjadrovat mnozstvi prace potfebné na prohrnuti — \/w"ﬂ/"\ O\S r"‘ /
ulice. Hledame tedy podgraf na vsech vrcholech, ktery bude souvisly a pouzije hrany o co

nejmensim sou¢tu ohodnoceni. (M P, -f (4 \ 4-; ‘ ([ %‘ (j
Takovy podgraf jisté musi byt strom: kdyby se v ném nachdzel néjaky cyklus, smazeme “1 '2\ O V GV A /

libovolnou z hran cyklu. Tim neporusime souvislost, protoze konce hrany jsou nadale
propojené zbytkem cyklu. Odstranénim hrany ovsem zlepsime soucet ohodnoceni, takze
puvodni podgraf nemohl byt optimélni. (Zde jsme pouzili, Ze odhrnuti snéhu nevyzaduje
zdporné mnozstvi price, ale to snad neni moc troufalé.)

Popisme nyni problém formalné.
Definice:

e Necht G = (V, E) je souvisly neorientovany graf a w : E — R vdhova funkce, kterd
prifazuje hrandm dcisla — jejich vdhy.
® n a m necht jako obvykle znac¢i pocet vrcholu a hran grafu G.

e Vihovou funkci mizeme prirozené rozsitit na podgrafy: Véha w(H) podgrafu H C G
je soucet vah jeho hran.

® Kostra grafu G je podgraf, ktery obsahuje vSechny vrcholy a je to strom. Kostra je
minimdlni, pokud ma mezi vSemi kostrami nejmensi vahu.

Jak je vidét z obrazku 7.1, jeden graf mize mit vice minimalnich koster. Brzy dokdZeme,
7e jsou-li vahy vSech hran navzajem razné, minimdalni kostra uz je urcena jednoznacné.
To znacéné zjednodusi situaci, takze ve zbytku kapitoly budeme unikatnost vah predpo-
kléddat.
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— 7.2 Minimalni kostry — Jarnfkav algoritmus a Fezy
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Obrazek 7.1: Graf s vahami a dvé z jeho minimalnich koster

Cvieni

1. Rozmyslele si. Ze predpoklad unikdinich vah neni na skodu obecnosti. Ukazie, jak
ponoci algoritmi, ktery unikatnost pfedpoklada, nalézt jednu z minimalnich koster
grafu s neunikatuimi vahami.

2. Upravte definici kostry, aby ddvala smysl i pro nesouvislé grafy.

o

Dokazte, Ze mosty v grafu jsou prave ty hrany, které leZ v priniku véech kostor.

4. Zménime-li vadhu jedné hrany, jak se zméni miniméaln{ kostra?

7.2 Jarnikav algoritmus a fezy

Vibec nejjednodussi algoritmus pro hleddni minimaln{ kostry pochézi » roku 1930, kdy ho
vymyslel Sesky matematik Vojtéch Jarnik. Tehdy se o algoritmy malokdo zajimal, takze
myslenka zapadla a az pozddji byla nékolikrat znovaobjevena — proto se algoritiu fika
téz Primidv nebo Dijkstriy.

Kostru budeme péstovat™ z jednoho vrcholu. Zaéneme se stromeni, ktery obsahuje li-
bovolny jeden vrchol a Zidné hrany., Pak vybereme nejlehéd hram incidentni s timto
vrcholem. Pfidédme ji do stromu a postup opakujeme: v kazdém dalsim kroku pfidavame
nejlehéi z hran, které vedon nmezi vrcholy stromu a zbytkem grafu. Takto pokraéujeme,
dokud nevznikne ccld kostra.

Algoritmus JARNIK
Vstup: Souvisly graf s unikatnimi vahami
1. vy + libovolny vrchol grafu
2. T « strom obhsahujici vrchol »y a 2adné hrany
3. Dokud existuje hrana uv takovd, Zc v € V(T) a v ¢ V(T):
4. Nejlehé¢i lakovou hranu pfiddme do 1
Vijstup: Minimalni kostra. T
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— 7.2 Minimalni kostry — Jarnikov algoritmus a tezy
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Obrazek 7.2: Piiklad vypoctu Jarnikova algoritmu.
Cerné vrcholy a hrany uz byly pfidany do kostry,
mezi Sedivymi hranami hledame tu nejlehéi.

rl[}—l—ﬁ—l

Tento pristup je typickym pfikladem takzvaného hladového algoritmu v kazdém okamzi-
ku vvbirdme lokalné nejlepdi hranu a neohlizime se na budoncnost. ! Hladové algoritmy
malokdy naleznou optimaln{ felfeni, ale zrovna minimalni kostra je jednim z fidkych pii-
padi, kdy tomu tak je. K dikazu se ovSem budeme musel propracoval.

Spravnost
Lemma: Jarnfkiv algoritinus se po nejvide n iteracich zastavi a vydd néjakou kostru
zadaného grafu.

Diikaz: Graf péstovany algoritmem vznika z jednoho vrcholu postupnym priddvanim listi,
takze je to v kazdém okamziku v¥podétu strom. Po nejvvse n iteracich dojdon vrcholy
a algoritmus se musi zastavit,

Kdyby nalezeny stroin neobsahoval vicechny vreholy, musela by diky souvislosti existo-
val hrana mezi stromem a zbytkem gralu. Tehdy by se ale algoritmus jedté nezastavil.
(Viimnéte si, Ze tuto dvahu jsme uZ potkali v rozboru algoritmil na prohleddvéni grafu.) O
Minimalitu kostry bychom mohli dokazovat pFimo, ale radéji dokdZeme trochu obecnéjsi
tvrzeni o fezech, které se bude hodit i pro dalsi algoritmy.

Definice: Necht A je ngjakd podmno¥ina vrcholii grafu a B jeji doplnék. Mno#iné hran,
kterd lezl jednim vrcholem v A a drubifm v B, budemce fikat elementdrnd ez uréeny
mnozinami 4 a B,

pozrow algoritmus.
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— 7.2 Minimalni kostry — Jarnfkiv algoritmus a fezy

Lemma (Fezove): Ncchit & je graf opatfony unikdtnimi vahami, R néjaky jeho clementdirni
fez a e nejlehd] hrana tohoto Fezu. Pak e leZ v kazd¢é minimalnd kostfe grafu G.

Diikaz: Dokizeme obméndnou implikaci: pokud néjakd kostra T ncobsahuje hranu e, neni

minimalni.

Sledujme situaci na obriazku 7.3. Oznadme A a B mmoZiny vrchold, kterymi je urcen
fez R. Hrana e tudiZ vede mezi néjakymi vrcholy ¢ € A a b € B. Kostra T musi spojovat
vrcholy a a b néjakon ceston P. Tato cesta zadind v mnoZingé A a konéi v B, tak¥Ze musi
alespoii jednou prekrocit fez. Necht f je libovolna hrana, kde se to stalo.

Nyni z kostry T odebereme hranu f. Tim se kostra rozpadne na dva stromy, z nichz
jeden obsahuje @ a druhy b. PFidanim hrany e stromy opét propojime a tim ziskdme jinou
kostru T".

Spoditame jeji vahu: w(T") = w(T) — w(f) + wle). JelikaZ hrana e je nejlehéi v Fezn, musi
platit w(f) > wle). Nerovnost navie musi byt ostra, ncbhot vihy jsou unikdtni. Proto

w(T'}) < w(T) a T neni minimalni. O
€
A B

Obrazek 7.3: Situace v dlikazu fezového lemmatu

KaZda hrana vybrand Jarnikov§m algoritmem je pfitom nejlehéi hranou elementérnfho
Fezu mezi vreholy stromu T a zhytkemn grafu. Z fezového lemmatu proto plyne, ze kostra
nalezend Jarnikovyim algoritmem je podgralem kaZzdé minimalni kostry, JelikoZ vEechny
kostry daného grafu maji stejn¥ pocet hran, znamena to, Ze nalezena kostra je viem
minirmalnim kostram rovia. Proto plati:

Véta (o mimimalni kestre): Souvisly graf s unikdtnimi vahami ma pravé jednu minimalni
kostru a Jarniktv algoritmus tuto kostru najde.

Navie vime, Ze Jarnikv algoritmus vahy pouze porovndva, takZe ihned dostavame:

Dusledek: Minimalni kostra je jednoznaéné uréena uspotiadanim hran podle vah, na kon-
krétnich hodnotach vah nezdlezi.
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7.2 Minimalni kostry — Jarnikov algoritmus a fezy

Implementace

Zhyva rozebrat, jak rychle algoritmus pobéZi. Uz vime, Ze probéhne nejvyse n iteraci.
Polkud budeme pokazdé zkonmat vSechny hrany, jedna iterace potrva O(m), takze cely
algoritius pobézi v dase O(nm).

Opakované vybirdnd minima navad{ k pouziti haldy. Mohli bhychom v haldd uchovivat
mnozinu véech hran fexu (viz evideni 1), ale existuje elegantnéjii a rychlejdi zphsob.
Budeme udrzovat sousedni vrcholy — to jsou ty, které lezi mimo strom, ale jsou s nim

spojené alespon jednou hranou. Kazdému sousedovi s pFifadime ohodnocend h(s). To bude
udavat, jakon nejlehéi hranon je soused pfipojen ke stromn.

Yo fi~q
1
i 4
ks ; Ei>. °

2

[P 5

Obrazek 7.4: Jeden krok vypoctu v Jarnikové algoritmu s haldou

V kazdém kroku algoritimu vybereme souseda s nejnizdim ohodnocenim a pfipojime ho
ke stromu pfislugnou nejlehéi hranou. To je pfesné ta hrana, kterou si vybere plvodni
Jarnfkuv algoritmus. Poté potiebujeme pfepoéitat sousedy a jejich ohodnoceni.

Sledujme obrazek 7.4. Vlevo je nakreslen zadany graf s vahami. Uprost¥ed vidime situaci
v prithéhu vypodéti: tnéné hrany uz lezi ve stromu, Sedivé vrcholy jsou sousedni (Eisla
udavaji jojich ohoduocent), Sipky ukazuji, kterd hrana fezu je pro dandého souseda nej-
leh&i. V tomto kroku tedy vybereme vrchol s ohodnocenim 5, éimz piejdeme do situace
nakreslené vpravo.

Pozorovani: Pokud ke stromu pripojujeme vrchol u, musime pfepoéitat sousednost a ohod-
noceni ostatnich vreholit. Uvazine libovolny vrchol ¢ a rozeberme mozné situace:

* Pokud byl » soudédsti stromu, nemize sc stat sonsednim, takZe se o néj nemusime
starat.

¢ Pokud mezi « a v nevede hrana, v okoli vrcholu » se fez nezméni, takze ohodnoceni
hiv) 208tava stejné.

¢ Jinak sc¢ hrana e stane hranou fezu. Tehdy:

® Paklize v nebyl sousedni, stane se sousednim a jeho ohodnoceni nastavime na
Ahu hrany ue.
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— 7.2 Minimalni kostry — Jarnfkav algoritmus a Fezy

e Pokud uz souscedni byl, bude s¢ do jecho ohodnoceni nové zapoéitavat hrana u,
takze A(v) mize klesnout.

Stacl tedy projit viechny vrcholy #, do nichz vede z 4 hrana, a podle potfchy uéinit »
gousedem nebo snizit jeho ohodnocent.

Na této myslence je zaloZena nasledujicl varianta Jarnikova algoritmu. Kromé ohodno-
cen{ vrcholi si budeme pamatoval jejich stev (wonitd stromu, sousednd, pFipadné Gplné
mima) a u sousednich vrcholil pfislusnon nejlehé hranu. Pfi inicializaci algoritmu chvili
povazujenie podatecni vrehol za souseda, coz zjednodusi zapis.

Algoritmus JARNIK2
Vstup: Souvisly graf s vahovou funkei w

1. Pro vSechny vrcholy

2 staw(v) < mimo

3. )  +oc

4. plv) & nedefinovdno 4 druhif konee neflehé? hrony
5. g + libovoluy vrchol grafu

6. T« strom obsahujici vrchol vy a Zaddné hrany

7. stav(vy) ¢ soused

X0

hivg) < 0
9. Dokud existuji néjaké sousedni vrcholy:

10. Oznaéme w sousedni vrchol s nejmensim A(u).

e stav(u) — woniti

12. Piidame do T hramu {u, p{u)}, pokud je p(u) definovino.
13. Pro viechny hrany wu;

14. Je-li stav(v) € {soused, mimo} a h(v) > w(uw):

15. stav(v) — soused

16. hiv) + wluv)

17. plv) +

Viistup: Minimalni kostra T

VEimnéte gi, Ze takto upraveny Jarnikiiv algoritmus je velice podobny Dijksirovu algorit-
mu na hledani nejkratsf cesty. Jediny podstatny rozdil je ve v¥poétn ohodnoceni vrcholit.

Plati zde tedy v3e, co jsme odvodili o sloZitosti Dijkstrova algoritmu v oddilu 6.2. UloZime-
-li viechna ohodnoceni do pole, algoritmus pobézi v éase G(n?). Pokud misto pole pouzi-
jeme haldu, kostru najdeme v ¢ase O(m logn), pfipadné s Fibonacciho haldou v O(m +
nlogn).

164



7.3 Minimalni kostry — Bornvkiv algoritmus

Cviceni
1.V rozboru implementace jsime navrhovali uloZit viechny hrany fezu do haldy. Roz-
myslete si viechny detaily tak, aby va3 algoritmus hézel v ase O(inlogn).

2. Dokazte spravnost Jarnikova algoritmn p¥mo, bez ponziti fezového lemmatu.

3. Dokazte, z¢ Jarniktiv algoritmus funguje i pro grafy, jejichz vihy nejson unikatnd.
Jak by pro takové gralv vypadalo Tezové lemma?

7.3 Borlvklyv algoritmus

Inspiraci Jarnikova algoritimu byl algoritmus jesté starsi, objeveny v roce 1926 Otakaremn
Boravkou, pozdéjsim profesoremn matematiky v Brné., MuaZeme se na néj divat jako na
paralelni verzi Jarnfkova algoritmu: namisto jednoho stromu jich péstujeme vice a v kazdé
iteraci se kazdy strom slondf s tim ze svych sousedi, do kterého vede nejlehéi hrana.

Algoritmus BORUVKA
Vstup: Souvisly gral s unikdinimi vahami

1. T« (V,{) 4 zaéneme trividlnim lesem izolovangch vrchold
2. Dokud T neni souvisly:

3. Rozlozime T ua kompounenty souvislosti 73,..., 7.

4 Pro kaZdy strom 7; najdeme nejlehéf z hran mezi T} a zhytkem grafu

a oznaéime ji e,

5. Piiddme do T hrany {e1, ..., ez}
Vigstup: Minimalof kostra 74

2

1
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Obréazek 7.5: Pfiklad wpoctu Borlvkova algoritmu.
Smér sipek ukazuje, ktery vrchol si vybral kterou hranu.

Y

Spravnost dokdZeme podobné jako u Jarnikova algoritrmu.

Wéta: Bortvkiyv algoritmus se wastavi po nejvySe |log,n] iteracich a vydd minimalni
kostru.
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— 7.4 Minimalni kostry — Kruskaliiv algoritmus a Union-Find

Diikaz: Nejprve si viimneme, #e po k iteracich mé kazd$ strom lesa T alespoii 28 vreholil.
To dokdZeme indukei podle &: na polatku (K = 0) jsou vSechny stromy jednovreholové.
V kazdé dalsi iteraci se stromy sluéuji do vélsich, kazdy s alespoii jednim sousednim.

Proto se velikosti stromill pokaZzdé minimdlné zdvojnasobi.

Nejpozdéji po |log, n| iteracich uz velikost stromn dosihne poétu viech vrcholn, takze
muize existovat jen jediny strom a algoritmus se zastavi. (Zde jsme opét pouzili souvislost
gralu, rozmyslete si, jak pfesné.)

Zbiva nahlédnout, Ze nalerend kostra je minimdlni. Opét pouZijeme Fezové lemma; kazda
hrana e;, kterou jsme vybrali, je nejlehéi hranou elementarniho fezu mezi stromem T;
a zhvtkemn grafu. Viechny vybrané hrany tedy lezi v jednoznadng uréené minimdlnf kostfe
a je jich spravuy pofet. (Zde jsme potfebovali unikdtnost val, viz cvideni 1.) O

Jestd ¢l rozinyslime implementaci, Ukazeme, Ze kazdou iteraci lze zvlidnout v linedrnim
¢ase s velikostf grafu. Rozklad na komponenty provedeme naptiklad prohledanim do sitky.
Poté projdeme viechny hrany, pro kazdou sc podivame, které komponenty spojuje, a za-
poditdme ji do pribézného minima obou komponent. Nakonee vybrané hrany pfiddme do
kostry.

Dusledek: Bortivkiiv algoritmus nalezne minimalni kostru v éase O(m logn).

Cviceni

1. TUnikdtnost vah je n Borivkova algoritmu dillezitd, protoze jinak by v kostfe mohl
vzniknout cyklus, Najdéte priklad grafu, kde se to stane, Jak pfesné pro takové grafy
selze nad dikaz spravnosti? Jak algoritmus opravit?

Borivkiy algoritmus miiZzeme upravit, aby kazdy strom lesa udrzoval zkentrahovany
do jednoho vrcholu. Tterace pak vypadd tak, Ze si kazdy vrchol vybere nejlehéf inci-
dentni hramu, tyto hrany zkontrahujeme a zapamatujeme si, Ze patfi do minimdalni
kostry. UkaZte, jak tento algoritmus implementioval tak, aby béZel v éase O{mlogn).
Jak si poradit s ndsobnymi hranami a smyékami, které veznikaji pfi kontrakei?

3. Sestrojte graf, na kterém algoritmus z predchoziho eviden{ potfebuje éas Q(m logn).

4%  Ukazte, 7e pokud algoritmus z cvideni 2 pouzivame pro rovinné grafy, bhézi v case
O(n). Opdt je poticba spravné oSctiit nasobné hramy.

7.4 Kruskalav algoritmus a Union-Find

Treti algoritmus na hleddni minimalni kostry popsal v roce 1956 Joseph Kruskal. Opét

je zaloZen na hladovém pristupu: zkoudi pFiddvat hrany od nejlehél po nejtézsl a zahazuje
ty. které by vytvoiily cyklus.
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7.4 Minimalni kostry — Kruskaliiv alporitmus a Union-Find

Algoritmus KRUSKAL
Vstup: Souvisly graf s unikatnimi vahaimi

1. Uspofaddme hrany podle vah: w(ey) < ... < w{en,).

2. T« (V. 0) 4 zacneme lesem samijch izolovangch vrchold
3. Proi — 1,...,m opakijeme:

4. w, v+ krajni vrcholy hrany e;

5. Pokud w a v leZi v riznych komponentich lesa 17

6. T+ T+e

Vigstup: Minimalni kostra T

L ]

L ]
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Obrazek 7.6: Priklad vypoCtu Kruskalova algoritmu.

Lemma: Kruskaliv algoritinus sc zastavi a vydd minimdlnd kostru.

Diikaz: Koneénost je zicjméa z omezendého podétu prichodit hlavnim evklem. Nyni ukazeme,
Ze hranu e = wv algoritmus piidd do T praveé tehdy, kdyZ e lezi v minimdlni kostie,

Pokud algoritinus hranu piidé, stane se tak v okamziku, kdy se vreholy © a v nachizeji
v néjakych dvou rosdilnych siromech 75, a 7, lesa 1. Hrana e pFilom leif v elementarnim
fezn oddélujicim strom 7, od zbvtku grafu. Navic mezi hranami tohoto Fezu musi byt
ncjlehéd, nebot pfipadnou lehiéi hranu by algoritinus potkal difve a uz by stromy spojil.
Nyni staci pouzit Fezové lemma.

Jegtlize naopak algoritinus hranu e nepfidd, éinf tak proto, Ze hrana uzavird cyklus, Ostat-
ni hrany tohoto cyklu algoritmus pfidal, takie podle minulého odstavee tyto hrany le#i

v minimalni kostie. Kostra oviem zadné evkly ncobsahuje, takze v ni ¢ wréité nelezi. O

Nyni s¢ zamyslene nad implementaci. T¥déni hran potrva Q(mlogm) C O(mlogn?)
O(mlog n). Zbytek algoritinu potiebuje opakované testovat, zda hrana spojuje dva rizné
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— 7.4 Minimalni kostry — Kruskaliv algoritmus a Union-Find

e

stromy. Jisté bychom mohli pokazdé prohledat les do &fiky, ale to by trvalo O(n) na jeden
test, celkove tedy O(nimn).

Opakované prohledivini znamend spoustu zbytedné prace. Les se totiZz mezl jednotlivimi
kroky algoritmu méni pouze nepatrné — bud sstdva stejny, nebo do ngj pfibude jedna hra-
na. Neuméli bychom komponenty prithézné pfepoditiavat? Na to by se hodila nasledujici
datova struktura:

Definice: Struktura Union-Find reprezentuje komponenty souvislosti grafiu a umi na nich
provideét ndsledujicl operace:

® FIND(u,v) zjisti, zda vrcholy u a v le# v téZe komponentd.
* UNION(u, v) prida hranu we, Gl dvé komponenty spoji do jedné.

V kroku 5 Kruskalova algoritmu tedy provadime operaci FIND a v krokn 6 Union. Slozi-
tost celého algoritmu proto mfiZeme vvjadfit ndsledovnd:

Veta: Kruskality algoritmus najde minimalni kostru v ¢ase O(m log ntm-Typ(n)4+n-T,, (1) ),
kde T (n) a T3(n) jsou Casové slozitostl operaci FIND a UNION na grafech s n vrcholy.

Union-Find s polem
Hledejme nyni rychlou implementaci struktury Union-Find. Nejprve zkusime, kam nds

s

zavede trividlni pristup: pofldime si pole K, které kazdému vrcholu pritadi éfslo kompo-
nenty. MilZeme si ji predstavovat jako barvu vrcholu.

Finn se podiva na barvy vrcholi a v konstantnim éase je porovna. Veikerou prici oddfe
UNIoN: pii slucovini komponent projde viechny vrcholy jedné komponenty a prebarv je.

Procedura Fini(uw, v)
1. Odpovime ANO prave tehdy, kdyz K(u) = K(v).

Procedura Union{u, v)

1. Pro vechny vrcholy
2. Pokud K{x} = K(u):
3. K(x) + K(v)

FIND probéhne v éase O(1) a UNION v O(n), takze cely Kruskalitv algoritmus potrvd
Of(mlogn+m+n*) = O@mnlogn +n*).

Kvadraticka sloZitost nds sotva uspokoji. Muzeme se pokusit predislovivani komponent
arychlit (viz cvideni 3), ale misto toho radéji zménime reprezentaci struktury.
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Union-Find s keFiky
Kazdou komponentu budeme reprezentovat stromem orientovanym simcérem do kofene.
Témto stromim budeme Fkai kerfhy, abychom je odlidili od stromd, & nimiZz pracuje
Kruskalilv algoritmus.

Vrcholy kaZdého kefiku budou odpovidat vrcholiim pifslugné komponenty. Hrany nemusi
odpovidat hrandm plivodnfho gratu, jejich podoba zélezi na historii operaci s nadi datovon
strukturou.

Do paméti muzeme kefiky ukladat piinodaie: kazdy vrchol ¢ si bude pamatovat svého
olce P(v), pfipadné néjakou specidlni hodnotu @, pokud je kofenem.

O—Q () ot
0—0—@ & @ 0

& D OO ©

Obrazek 7.7: Komponenta a jeji reprezentace kefikem
Operace I'IND vystoupd z kazdého vreholu do kofene kefiku a porovna kofeny:

Procedura Konren(z)
1. Dokud P(x) £
2. x4+ P(r)

3. Vratime kofen .

Procedura FIND(u, v)
1. Vratime ANO pravé tehdy, kdyz KOREN({u) = KOREK(v).

Hledani kotene, a tim paddem i operace FIND trvaji linedrné s hloubkou kefiku.

Operace TUNION sloudl komponenty tak, Ze mezi kofeny kefiki natahne novou hranu.
Muge si pfitom vybrat, ktery kofen pfipoji pod ktery — oboji bude spravné. Ukazeme, Ze
vhodnou volbou udrzime keriky mélké a FIND rychly.

Udéldme Lo takto: Do kofene kazdého kefiku ulozime ¢islo H(w), jez bude fikat, jak je
tento kefik hluboky. Na pocitku maji viechny kefiky hloubku 0. PTi slucovani keiikil
pripojime mélél kerik pod kofen toho hlubgiho a hloubka sc nezmdéni. Jsou-li oba stejné
hluboké, rozhodneme se libovolné a kerik se prohloubi, UNioN bude vypadat takto:
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Procedura UNION{w, 2):
1. a + KoREN(u), b + KOREN(v)
2. Je-li a = b, ihned skondéime.
3. Pokud IT(a) < IT{b):

4. P(a) « b u (u\

5. Pokud H(a) > H(b):

6. P —a “
7. Jinak:

8. P(b) —a

9. H(a)+ H{a)+1

Ted ukdzeme, Ze nade slucovaci pravidlo zaruéi, Ze kefiky jsou vidy mélké (a zaslouzi si
sviyj nazev).

Invariant: Kciik hloubky » obsahuje alespoti 2% vrchold.

Diikoz: Budeme postupovat indukei podle poétu operaci UNION. Na pocéatku algoritmu
maji viechny kefiky hloubku 0 a 2V = 1 vrchol.

Necht nyni provadime UNION{u, v} a hloubky obou kefikil jsou ruzné. Pripojenim méléi-
ho kefiku pod kofen toho hlubsiho se hloubka nezméni a podet vrcholldl neklesne, takze
nerovnost stdle plati.

Pokud majf oba kefiky tutéz hloubku h, vime z indukéniho predpokladu, 7e kazd¥ z nich
ohsahuje minimélné 2% vreholil. Jejich slondenim tudiz vznikne keiik hloubky A+ 1 o ale-
gpon 2+ 2" = 281 yrcholech. Nerovnost je tedy opét splnéna. O

Dusledek: Hloubky kefikd nepiekrodi log n.
Diikaz: Strom v&t&i hloubky by podle invariantu obsahoval vice nez n vreholi. ([l
Véta: Casovd slozitost operaci UNION a IFIND v kefikové reprezentaci jo C(logn).

Diikaz: lledani kofene keffku zabere ¢as linedrni s jeho hloubkou, tedy Oflogn). Ohé
operace datové struktury provedou dvé hledani kofene a @1) dalSich operaci. O

Diusledek: Kruskalilv algoritmus s kefikovou strukturou pro Union-Find najde minimalni
kostru v ¢ase Ofm logn).

Cviéeni
1. DokaZte spravuost Kruskalova algoritmu piimo, bez pouziti fezového lemmatu.

2. Tungoval by Kruskaliv algoritmus pro neunikatni vihy hran?
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3. Datova struktura pro Union-Find s polem by se dala zrychlit tim, ze bychom pokaz-
dé precislovavali tu mensi z komponent. Dokazte, ze pak je béhem Zivota struktury
kazdy vrchol preéislovan nejvyse (logn)-krat. Co z toho plyne pro sloZitost operaci?
Nezapomente, ze je potfeba efektivné zjistit, kterd z komponent je mensi, a vyjme-
novat jeji vrcholy.

4.  Jaké posloupnost UNIONT odpovidd obrazku 7.77

7.5* Komprese cest

Kefikovou datovou strukturu mtuzeme déale zrychlovat. Kruskaliv algoritmus tim sice
nezrychlime, protoze nés stejné brzdi tiidéni hran. Ale co kdybychom hrany dostali uz
setfidéné, nebo jejich vahy byly celociselné a Slo je tridit prihradkové? Tehdy mutzeme
operace s ketiky zrychlit jesté jednim trikem: kompresi cest.

Kdykoliv hledame kofen néjakého keiiku, travime tim cas linedrni v délce cesty do kofene.
Kdyz uz to délame, zkusme pri tom strukturu trochu vylepsit. Vechny vrcholy, pres které
jsme prosli, pfevésime rovnou pod koten. Tim si usetiime préaci v budoucnosti.

Procedura KORENSKOMPRESI(x)

—_

r + KOREN(z)
2. Dokud P(x) #r:
3 t+ P(x)

4. P(x)«r

5 Tt

6. Vratime kofen 7.

Pozor na to, ze prevésenim vrcholi mohla klesnout hloubka kefiku. Ulozené hloubky, které
pouzivame v UNIONech, tim padem prestanou souhlasit se skutecnosti. Misto abychom
je prepocitavali, nechdme je byt a prejmenujeme je. Budeme jim fikat ranky a budeme
s nimi zachézet Gplné stejné, jako jsme predtim zachézeli s hloubkami.(®

Podobné jako u ptvodni struktury bude platit nasledujici invariant:
Invariant R: Kefik s kofenem ranku r m4a hloubku nejvyse r a obsahuje alespon 2" vrcholi.
Dikaz: Indukei podle pocétu operaci UNION. Komprese cest neméni ani rank kofene, ani

pocet vrcholi, takze se ji nemusime zabyvat. O

@ Anglicky rank by se dal do &estiny prelozit jako hodnost. V linedrni algebfe se pojem hodnosti pouziva,
ale pri studiu datovych struktur byva zvykem pouzivat puvodni anglicky termin.
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Ranky jsou tedy stejné jako hloubky nejvyse logaritmické, takze slozitost operaci v nej-
horsim piipadé zustdva O(logn). UkdZeme, Ze pramérnd sloZitost se vyrazné snizila. (To
je typicky priklad takzvané amortizované slozitosti, s niz se blize setkdme v kapitole 9.)

Definice: VéZovou funkci 21k definujeme nésledovné: 210 = 1, 21(k + 1) = 22Tk,

Definice: Iterovany logaritmus log”™ z je inverzi vézové funkce. Udévd nejmensi k takové,
7e 21k > x.

Priklad: Funkce 21 k roste pfimo zdvratné:

211 =2,
212=2%2=14
213=2"=16

214 = 2% = 65536
945 = 9205336 , 119728
Iterovany logaritmus libovolného ,rozumného* éisla je tedy nejvyse 5.

Véta: Ve strukture s kompresi cest na n vrcholech trva provedeni n — 1 operaci UNION
a m operaci FIND celkové O((n + m) -log™ n).

Ve zbytku tohoto oddilu vétu dokézeme.

Pro potfeby diukazu budeme uvazovat ranky vSech vrcholi, nejen kofent — kazdy vrchol
si ponese svilj rank z doby, kdy byl naposledy kofenem. Struktura sama se ovsem podle
rank®t vnitinich vrchold nefidi a nemusi si je ani pamatovat. Dokazme dva invarianty
o rankéch vrcholu.

Invariant C: Na kazdé cesté z vrcholu do kofene ptislusného keriku ranky ostfe rostou.
Jinymi slovy rank vrcholu, ktery neni koren, je mensi, nez je rank jeho otce.

Diikaz: Pro jednovrcholové keriky tvrzeni jisté plati. Déle se kefiky méni dvojim zptsobem:

Priddni hrany v operaci UNION: Necht pfipojime vrchol b pod a. Cesty do kofene z vrcholu,
které puvodné lezely pod a, zistanou zachovany, pouze se vrcholu a mohl zvysit rank.
Cesty z vrcholt pod b se rozsiti o hranu ba, na které rank v kazdém pripadé roste.

Komprese cest nahrazuje otce vrcholu jeho vzdalenéjsim predkem, takze se rank otce miize
jediné zvysit. O

Invariant P: Pocet vrchold ranku r nepfesidhne n/2".
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Dikaz: Kdybychom nekomprimovali cesty, bylo by to snadné: vrchol ranku r by mél
alesponl 2" potomku (dokud je kofenem, plyne to z invariantu R; jakmile pfestane byt,
potomci se uz nikdy nezméni). Navic diky invariantu C nemd Zadny vrchol vice predki
ranku 7, takze v kefiku najdeme tolik disjunktnich podkefikt velikosti alespon 27, kolik
je vrcholu ranku r.

Komprese cest nemtze invariant porusit, jelikoz neméni ani ranky, ani rozhodnuti, jak
probéhne ktery UNION. O

Nyni vrcholy ve struktufe rozdélime do skupin podle ranki: k-t4 skupina bude tvofena
témi vrcholy, jejichZ rank je od 21(k — 1) + 1 do 21 k. Vrcholy jsou tedy rozdéleny do 1+
log* logn skupin (nezapomerite, Ze ranky nepfesahujf log ). Odhadnéme nyni shora podet
vrcholl v k-té skupiné.

Invariant S: V k-té skupiné lezi nejvyse n/(21 k) vrchold.
Diikaz: Se¢teme odhad n/2" z invariantu P pres vSechny ranky ve skupiné:

00
n n

n n 1 n n
927 (k—1)+1 + 921 (k—1)+2 +eeet 221k 5 927(k—1) ; 2i — 221(k—1) L= 21k"

O

Diikaz véty: Operace UNION a FIND potfebuji nekonstantni ¢as pouze na vystoupani
po cesté ze zadaného vrcholu do kofene keffku. Cas strdveny na této cesté je pi¥imo
umérny poc¢tu hran cesty. Celd cesta je pfitom rozpojena a vSechny vrcholy lezici na ni
jsou prepojeny primo pod koren keriku.

Hrany cesty, které spojuji vrcholy z riznych skupin (takovych je O(log* n)), natctujeme
pravé provadéné operaci. Celkem jimi tedy stravime ¢as O((n +m) -log* n). Zbylé hrany
budeme pocitat pres celou dobu béhu algoritmu a Gétovat je vrcholim.

Uvazme vrchol v v k-té skupiné, jehoz rodi¢ lezi také v k-té skupiné. Jelikoz hrany na
cestach do kofene ostfe rostou, kazdym prepojenim vrcholu v rank jeho rodice vzroste.
Proto po nejvyse 21k prepojenich se bude rodi¢ vrcholu v nachdzet v nékteré z vyssich
skupin. Jelikoz rank vrcholu v se uz nikdy nezméni, bude hrana z v do jeho otce jiz
navzdy hranou mezi skupinami. Kazdému vrcholu v k-té skupiné tedy naictujeme nejvyse
21k prepojeni a jelikoz, jak uz vime, jeho skupina obsahuje nejvyse n/(21k) vrcholt,
naictujeme celé skupiné ¢as O(n) a viem skupindm dohromady O(nlog™ n). O

Dodejme, ze komprese cest se ve skutecnosti chova jesté lépe, nez jsme dokézali. Sprav-
nou funkci, kterd popisuje rychlost operaci, neni iterovany logaritmus, ale jesté mnohem
pomaleji rostouci inverzni Ackermannova funkce. Rozdil se nicméné projevi az pro ne-
realisticky velké vstupy a diikaz prislusné véty je zcela mimo moznosti naseho ivodniho
textu.
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7.6
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Dalsi cvic¢eni

Vymyslete algoritmus na hledani kostry grafu, v némz jsou vadhy hran pfirozend ¢isla
od 1 do 5.

Rozmyslete si, jak v pripadé, kdy vahy nejsou unikatni, najit vsechny minimalni
kostry. Jelikoz koster mize byt mnoho (pro dplny graf s jednotkovymi vahami jich
je n"72), snaZte se o co nejlepsi slozitost v zdvislosti na velikosti grafu a poétu
minimélnich koster.

Jak hledat minimélni kostru za predpokladu, ze se urcené vrcholy musi stat jejimi
listy? Jako dalsi listy mutzete vyuzivat i neoznacené vrcholy.

Rekonstrukce metriky: M&jme strom na mnoziné {1, ...,n} s ohodnocenymi hranami.
Metrika stromu je matice, kterd na pozici ¢, 7 udéva vzdalenost mezi vrcholy i a j.
Vymyslete algoritmus, jenz sestroji strom se zadanou metrikou, pfipadné odpovi, ze
takovy strom neexistuje.

Zname-li minimalni kostru, jak najit druhou nejmensi?



